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Äìèòðèåâà Ìàðèíà Âàëåðüåâíà
Ïîçäíÿêîâ Ñåðãåé Íèêîëàåâè÷

ÇÀÍßÒÈÅ 8. ÔÎÐÌÓËÛ, ÔÎÐÌÓËÛ, ÔÎÐÌÓËÛ...

1. ÑÊÎÁÎ×ÍÀß ÇÀÏÈÑÜ

Äàâàéòå çàäóìàåìñÿ î òîì, êàê êîì-
ïüþòåð õðàíèò è îáðàáàòûâàåò ïðèâû÷íûå
íàì ôîðìóëû. Íèæå ïðèâåäåíû íåñêîëü-
êî ôîðìóë, ïåðå÷åíü êîòîðûõ êàæäûé èç
âàñ áåç òðóäà ðàñøèðèò.
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Ôîðìóëà ÷åì-òî íàïîìèíàåò èåðîã-
ëèô: îò òîãî, âûøå èëè íèæå çàïèñàí çíà-
÷îê, êîðî÷å èëè äëèííåå ïðîâåäåíà ëè-
íèÿ, çàâèñèò ïîðîé ñìûñë âñåé ôîðìóëû.
Ôîðìóëó âñåãäà ñòàðàþòñÿ çàïèñàòü êðà-
ñèâî. Ïîïðîáóåì «ìûñëåííî» ââåñòè çà-
ïèñàííûå ôîðìóëû â êîìïüþòåð. Êàê íàì
ñðàçó íà÷èíàåò ìåøàòü èõ «êðàñèâàÿ çà-
ïèñü»! Âåäü ââîä ñ êëàâèàòóðû «ìíîãî-
ýòàæíîé» ôîðìóëû ïðåäïîëàãàåò âûñòðà-
èâàíèå âñåõ ñèìâîëîâ â î÷åðåäü.

Çàïèøåì ôîðìóëó ïî äðóãîìó � â
ñòðîêó. Òàêóþ çàïèñü èñïîëüçóþò âî âñåõ
àëãîðèòìè÷åñêèõ ÿçûêàõ. È òóò íå îáîé-
òèñü áåç ñêîáîê:

à) m=2^(2^n)
á) a=a0+1/(a1+1/(a2+1/a3))
â) y=x*sin(x^2)+x^(1/3)�3*(ln(x)/ln(2))

Çàïèñü ñòàëà âûãëÿäåòü êóäà ìåíåå
ïðèâëåêàòåëüíî, çàòî òåïåðü ïîíÿòíî, êàê
åå ââîäèòü â êîìïüþòåð: ïîñèìâîëüíî, ñëå-
âà-íàïðàâî.

Ïðè çàïèñè ôîðìóë â ñòðîêó èñïîëü-
çóþò äîïîëíèòåëüíûå äîãîâîðåííîñòè, ïî-
çâîëÿþùèå óìåíüøèòü ÷èñëî ñêîáîê. Òàê,
ñî÷åòàòåëüíûé çàêîí ïîçâîëÿåò, âìåñòî
ñêîáî÷íûõ çàïèñåé (a+b)+c è a+(b+c), ïè-
ñàòü ïðîñòî a+b+c. Òî æå âåðíî äëÿ óìíî-
æåíèÿ. À âîò äëÿ âû÷èòàíèÿ è äåëåíèÿ ñî-
÷åòàòåëüíûé çàêîí íå âûïîëíÿåòñÿ: (a�b)�
c≠a�(b�c). Êîíå÷íî, ñêîáêè â ýòîì ñëó-
÷àå ìîæíî «ðàñêðûòü», íî òîãäà ïîëó÷èì,
âîîáùå ãîâîðÿ, äðóãóþ ôîðìóëó.

Äðóãèì ñïîñîáîì óìåíüøåíèÿ êîëè-
÷åñòâà ñêîáîê â çàïèñè ÿâëÿåòñÿ èñïîëü-
çîâàíèå ïðèîðèòåòîâ: îïåðàöèÿì óìíîæå-
íèÿ è äåëåíèÿ ïðèñâàèâàåòñÿ áîëüøèé
ïðèîðèòåò ïî îòíîøåíèþ ê îïåðàöèÿì ñëî-
æåíèÿ è âû÷èòàíèÿ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðè
îòñóòñòâèè ñêîáîê â çàïèñè ñíà÷àëà âû-
ïîëíÿþòñÿ îïåðàöèè áîëüøåãî ïðèîðèòå-
òà (óìíîæåíèå è äåëåíèå), à çàòåì ìåíü-
øåãî (ñëîæåíèå è âû÷èòàíèå). Íàïðèìåð,
â ñëåäóþùåé ôîðìóëå ñêîáêè â ïðàâîé
÷àñòè îïóñêàþòñÿ a*(b+c)=a*b+a*c.

Íàêîíåö, åñëè îïåðàöèè îäíîãî ïðè-
îðèòåòà âûïîëíÿþòñÿ â ïîðÿäêå èõ ïîÿâ-
ëåíèÿ â ñòðîêå, òî ñêîáêè òîæå ìîæíî
îïóñòèòü. Íàïðèìåð, ôîðìóëà ((a+b)�c)�d
çàïèñûâàåòñÿ áåç ñêîáîê a+b�c�d.

Ðàçáåðåì îäíó èç çàäà÷, ñâÿçàííóþ
ñ àíàëèçîì ñêîáî÷íîé çàïèñè ôîðìóëû.

Ðàññìîòðèì ôîðìóëû, â êîòîðûõ
ðàçðåøåíî èñïîëüçîâàòü ïåðåìåííûå, êîí-
ñòàíòû, àðèôìåòè÷åñêèå îïåðàöèè ñëîæå-
íèÿ, âû÷èòàíèÿ, óìíîæåíèÿ è äåëåíèÿ è
òðè òèïà ñêîáîê: ôèãóðíûå, êâàäðàòíûå
è êðóãëûå. Òðåáóåòñÿ ïðîâåðèòü, èìååò ëè

Ââîä «ìíîãîýòàæíîé» ôîðìóëû...
Ôîðìóëó âñåãäà ñòàðàþòñÿ çàïèñàòü êðàñèâî...
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ôîðìóëà ïðàâèëüíóþ ñêîáî÷íóþ ñòðóêòó-
ðó. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ôîðìóëà èìååò
ïðàâèëüíóþ ñêîáî÷íóþ ñòðóêòóðó, åñëè
âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1. Ïðè ïðîñìîòðå ôîðìóëû ñëåâà íà-
ïðàâî â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè ÷èñëî ïðî-
ñìîòðåííûõ çàêðûâàþùèõ ñêîáîê ìåíü-
øå èëè ðàâíî ÷èñëó ïðîñìîòðåííûõ îò-
êðûâàþùèõ ñêîáîê.

2. Â ôîðìóëå ÷èñëî îòêðûâàþùèõ
ñêîáîê ðàâíî ÷èñëó çàêðûâàþùèõ.

3. Ñêîáêè òðåõ òèïîâ ñîãëàñîâàíû,
òî åñòü îòêðûâàþùåé êðóãëîé ñêîáêå «(»
äîëæíà ñîîòâåòñòâîâàòü çàêðûâàþùàÿ êðóã-
ëàÿ ñêîáêà «)», îòêðûâàþùåé êâàäðàòíîé
ñêîáêå «[» äîëæíà ñîîòâåòñòâîâàòü çàêðû-
âàþùàÿ êâàäðàòíàÿ ñêîáêà «]», è, íàêîíåö,
ôèãóðíîé ñêîáêå «{» � ôèãóðíàÿ ñêîáêà «}».

Ôîðìóëà [A+B*(C+D)]*{(A�B/C)/K+L}
èìååò ïðàâèëüíóþ ñêîáî÷íóþ ñòðóêòóðó.
Ôîðìóëà (A+B))*(C+D) èìååò íåïðàâèëü-
íóþ ñêîáî÷íóþ ñòðóêòóðó: íàðóøåíî ïåð-
âîå óñëîâèå. Ñëåäóþùàÿ ôîðìóëà ((A+B)
èìååò òàêæå íåïðàâèëüíóþ ñêîáî÷íóþ
ñòðóêòóðó: íàðóøåíî âòîðîå óñëîâèå. Â
ñëåäóþùåé ôîðìóëå [A+B)(C+D] íåïðà-
âèëüíàÿ ñêîáî÷íàÿ ñòðóêòóðà, ïîòîìó ÷òî
ñêîáêè â ôîðìóëå íåñîãëàñîâàííû.

Çàäà÷à 1.
Óðîâåíü 1. Ïðè çàïèñè ôîðìóëû ó÷å-

íèê ïîñòîÿííî ïóòàåò êðóãëûå, êâàäðàò-
íûå è ôèãóðíûå ñêîáêè. Ïðè ýòîì îí íå
ïóòàåò îòêðûâàþùèå è çàêðûâàþùèå ñêîá-
êè. Ïðåäëîæèòå àëãîðèòì èñïðàâëåíèÿ
îøèáîê ó÷åíèêà. Èñïîëüçóéòå äëÿ ýòîãî
àëãîðèòì àíàëèçà ñêîáî÷íîé ñòðóêòóðû,
ïðèâåäåííûé â óêàçàíèè. Ïðîèëëþñòðèðóé-

òå ðàáîòó ïîñòðîåííîãî àëãîðèòìà íà ñëå-
äóþùåé ôîðìóëå: ((({a/(b*[c�d)}]+e]/(f�g}}].

Êàê ìîäèôèöèðîâàòü ýòîò àëãîðèòì,
÷òîáû â èñïðàâëåííîé ôîðìóëå âëîæåí-
íûå ñêîáêè ÷åðåäîâàëèñü (êðóãëûå � êâàä-
ðàòíûå � ôèãóðíûå � êðóãëûå).

Óðîâåíü 2. Íàïèøèòå ïðîãðàììó,
êîòîðàÿ, ïîëó÷èâ â êà÷åñòâå èñõîäíûõ äàí-
íûõ ôîðìóëó, îïðåäåëÿåò, èìååò ëè îíà
ïðàâèëüíóþ ñêîáî÷íóþ ñòðóêòóðó.

Óêàçàíèå. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ àëãîðèò-
ìà àíàëèçà ñêîáî÷íîé ñòðóêòóðû ôîðìó-
ëû ïîëåçíî èñïîëüçîâàòü ñòåê (ñì. Çàíÿ-
òèå ¹ 4, «Êîìïüþòåðíûå èíñòðóìåíòû â
îáðàçîâàíèè» ¹ 3-4, 1999 ã.). Òîãäà àë-
ãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷è ìîæåò áûòü ñëå-
äóþùèì. Ïðîñìàòðèâàåì ñèìâîë çà ñèì-
âîëîì, ïðè÷åì, âñòðåòèâ îòêðûâàþùóþ
ñêîáêó, ïîìåùàåì åå â ñòåê, à âñòðåòèâ
çàêðûâàþùóþ ñêîáêó, ñðàâíèâàåì åå ñî
ñêîáêîé íà âåðøèíå ñòåêà. Åñëè òàì îêà-
çûâàåòñÿ îòêðûâàþùàÿ ñêîáêà ñîîòâåò-
ñòâóþùåãî òèïà, òî âåðõíÿÿ ñêîáêà èç ñòå-
êà óäàëÿåòñÿ, èíà÷å ñêîáî÷íàÿ çàïèñü ÿâ-
ëÿåòñÿ íåïðàâèëüíîé. Äëÿ òîãî ÷òîáû îáîé-
òè ñèòóàöèþ, ñâÿçàííóþ ñ èñ÷åðïàíèåì ñòå-
êà, åñëè â èñõîäíîé ôîðìóëå çàêðûâàþùèõ
ñêîáîê îêàçûâàåòñÿ áîëüøå, ÷åì îòêðûâà-
þùèõ, ïîìåñòèì â ñòåê òàê íàçûâàåìûé
ìàðêåð (ñèìâîë, êîòîðûé íå ìîæåò âñòðå-
òèòüñÿ â ôîðìóëå). Ñèìâîëû, íå ÿâëÿþùèå-
ñÿ ñêîáêàìè, áóäåì ïðîñòî èãíîðèðîâàòü.

Ôîðìàò ââîäà:
Ôîðìóëà, çàïèñàííàÿ ñòðîêîé ñèìâîëîâ.

Ôîðìàò âûâîäà:
Ðåçóëüòàò àíàëèçà: «ïðàâèëüíàÿ çàïèñü ñêî-
áîê» èëè «íåïðàâèëüíàÿ çàïèñü ñêîáîê».

2. ÁÅÑÑÊÎÁÎ×ÍÀß ÇÀÏÈÑÜ

Ïîïðîáóåì ïðåäñòàâèòü, êàê âû÷èñ-
ëÿåòñÿ çíà÷åíèå ôîðìóëû, çàïèñàííîé
ñòðî÷êîé ñèìâîëîâ.

Äëÿ ýòîãî íàäî íàéòè äåéñòâèå, êî-
òîðîå ìîæåò áûòü âûïîëíåíî ïåðâûì, âû-
äåëèòü îïåðàíäû, âûïîëíèòü ýòî äåéñòâèå,
à çàòåì ïîâòîðèòü îïåðàöèè ñ «óêîðî÷åí-
íîé» ñòðîêîé, â êîòîðîé âû÷èñëåííàÿ
ôîðìóëà îáîçíà÷åíà îäíèì ñèìâîëîì.

Ïðè îïðåäåëåíèè ïîðÿäêà âû÷èñëå-
íèé íóæíî óìåòü ñðàâíèâàòü ïðèîðèòåòû

...íåïðàâèëüíàÿ ñêîáî÷íàÿ ñòðóêòóðà, ïîòîìó
÷òî ñêîáêè â ôîðìóëå íåñîãëàñîâàííû...
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îïåðàöèé, íàõîäèòü âû-
ðàæåíèÿ, çàêëþ÷åííûå â
ñêîáêè. Âñå ýòî íå òàê
ïðîñòî.

Ïîñòàâèì çàäà÷ó
øèðå: êàê àâòîìàòèçèðî-
âàòü ðàáîòó ñ ôîðìóëàìè.
Ìû èìååì «âíåøíåå» äëÿ
êîìïüþòåðà ïðåäñòàâëå-
íèå, íåóäîáíîå äëÿ àâòî-
ìàòè÷åñêîé îáðàáîòêè,
õîòèì æå ïåðåéòè ê äðó-
ãîìó «âíóòðåííåìó» ïðåä-
ñòàâëåíèþ, äëÿ êîòîðîãî
àâòîìàòè÷åñêàÿ îáðàáîòêà
ôîðìóë áóäåò îáåñïå÷è-
âàòüñÿ ïðîñòûìè, íî ýô-
ôåêòèâíûìè àëãîðèòìàìè.

Îêàçûâàåòñÿ, ìîæíî ïðèäóìàòü äðó-
ãèå, áîëåå óäîáíûå äëÿ âû÷èñëåíèé, ñïî-
ñîáû çàäàíèÿ ôîðìóëû ñòðîêîé. Íàèáî-
ëåå èçâåñòíûå è óïîòðåáèìûå � ïðåôèêñ-
íàÿ è ïîñòôèêñíàÿ çàïèñè. Êàê æå îíè
îïðåäåëÿþòñÿ?

Äëÿ ïðîñòûõ ôîðìóë òèïà a+b ïîñò-
ôèêñíàÿ çàïèñü âûãëÿäèò êàê ab+, à ïðå-
ôèêñíàÿ +ab, òî åñòü ìû ïðîñòî ïåðåìåùà-
åì çíàê îïåðàöèè (êîòîðûé ïî òðàäèöèè
ñòàâèòñÿ ìåæäó îïåðàíäàìè, è ïîýòîìó îáû÷-
íóþ çàïèñü íàçûâàþò åùå èíôèêñíîé) ïîñ-
ëå ïåðå÷èñëåíèÿ îïåðàíäîâ èëè ïåðåä íèìè.

Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî äëÿ îïåðà-
öèé ñ îäíèì àðãóìåíòîì, òàêèõ êàê âîç-
âåäåíèå â ñòåïåíü èëè èçâëå÷åíèå êîðíÿ,
ìû îáû÷íî óïîòðåáëÿåì ïîñòôèêñíóþ èëè
ïðåôèêñíóþ çàïèñè:
x2  � äåéñòâèå çàïèñàíî ïîñëå àðãóìåíòà.
x � äåéñòâèå çàïèñàíî ïåðåä àðãóìåíòîì.

Êàê æå ñòðîèòü ïðåôèêñíóþ è ïî-
ñòôèêñíóþ çàïèñè ôîðìóëû, êîòîðàÿ ñî-
äåðæèò áîëüøåå êîëè÷åñòâî îïåðàöèé, íà-
ïðèìåð, (a+b*c)/(d�c)?

Âîñïîëüçóåìñÿ îáùèì ïðèåìîì: ñâå-
äåì çàäà÷ó ê óæå ðåøåííîé. Äëÿ ýòîãî
âûäåëèì ïîñëåäíþþ âûïîëíÿåìóþ îïåðà-
öèþ è ïåðåíåñåì åå â êîíåö (äëÿ ïîñò-
ôèêñíîé) èëè â íà÷àëî (äëÿ ïðåôèêñíîé)
çàïèñè: [a+b*c][d�c]/, ãäå â êâàäðàòíûõ ñêîá-
êàõ ñòîÿò íåîáðàáîòàííûå ÷àñòè ôîðìóëû.
Äàëåå ïðèìåíèì ýòîò àëãîðèòì ê ôîðìóëàì
â ñêîáêàõ.

Áóäåì òàê äåéñòâî-
âàòü, ïîêà íå îñòàíåòñÿ íè
îäíîé íåîáðàáîòàííîé ÷à-
ñòè ôîðìóëû: abc*+dc�/.
Ïîñëåäíÿÿ ñòðîêà è åñòü
ïîñòôèêñíàÿ çàïèñü èñ-
õîäíîé ôîðìóëû.

Çàäà÷à 2.
Óðîâåíü 1.

à) ïðåîáðàçóéòå ôîðìóëó èç
çàäà÷è 1 â ïîñòôèêñíóþ è
ïðåôèêñíóþ ôîðìó;
á) ïóñòü ôîðìóëà íàðÿäó
ñî çíàêàìè àðèôìåòè÷åñ-
êèõ îïåðàöèé ñîäåðæèò
îïåðàöèè âîçâåäåíèÿ â
êâàäðàò è èçâëå÷åíèÿ

êâàäðàòíîãî êîðíÿ. Íàïðèìåð: (a*b*c)/
√((a�b)2+(b�c)2+(a�c)2).

Ñôîðìóëèðóéòå àëãîðèòìû ïîñòðî-
åíèÿ ïîñòôèêñíîé è ïðåôèêñíîé çàïèñåé
òàêèõ ôîðìóë. Ïðèìåíèòå ïîñòðîåííûå
àëãîðèòìû ê çàïèñàííîé âûøå ôîðìóëå.

Îäíèì èç ïðåèìóùåñòâ ïîëó÷åííîé
ôîðìóëû ÿâëÿåòñÿ îòñóòñòâèå ñêîáîê. Îä-
íàêî, âîçíèêàåò âîïðîñ, ìîæíî ëè ïî ýòîé
çàïèñè îäíîçíà÷íî âîññòàíîâèòü èñõîäíóþ
ôîðìóëó?

Óäèâèòåëüíî, íî ïî ýòèì áåññêîáî÷-
íûì çàïèñÿì ôîðìóëà îäíîçíà÷íî âîññòà-
íàâëèâàåòñÿ.

Îïèøåì àëãîðèòì, îñóùåñòâëÿþùèé
ðåêîíñòðóêöèþ ôîðìóëû ïî åå ïîñòôèê-
ñíîé çàïèñè è, òåì ñàìûì, äîêàæåì ñôîð-
ìóëèðîâàííîå óòâåðæäåíèå.

Ïåðâîìó ñèìâîëó ïîñòôèêñíîé çà-
ïèñè, êîòîðûé âñåãäà ÿâëÿåòñÿ áóêâîé äëÿ
ïðàâèëüíûõ çàïèñåé, ñîïîñòàâëÿåì 1. Êàæ-
äîìó ñëåäóþùåìó � ÷èñëî íà 1 áîëüøåå
ïðåäûäóùåãî, åñëè ýòî áóêâà, è ÷èñëî íà
1 ìåíüøåå, åñëè ýòî çíàê îïåðàöèè.

Òàê, äëÿ íàøåãî ïðèìåðà ïîëó÷èì
òàêóþ çàïèñü:

a b c * + d e � /
1 2 3 2 1 2 3 2 1
Ïðèçíàêîì òîãî, ÷òî çàïèñü ôîðìó-

ëû ïðàâèëüíàÿ, ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäíÿÿ åäè-
íèöà. Òî, ÷òî ýòî óñëîâèå íåîáõîäèìî,
ïîíÿòíî. Âåäü â ëþáîé ïðàâèëüíîé ôîð-

Îäíèì èç ïðåèìóùåñòâ ïîëó÷åííîé
ôîðìóëû ÿâëÿåòñÿ îòñóòñòâèå
ñêîáîê.
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ìóëå ÷èñëî áóêâ íà 1 áîëüøå ÷èñëà îïå-
ðàöèé. Íî ÿâëÿåòñÿ ëè ýòî óñëîâèå äîñòà-
òî÷íûì? Èíûìè ñëîâàìè, áóäåò ëè ëþáîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÷èñåë, íà÷èíàþùåéñÿ
è çàêàí÷èâàþùåéñÿ åäèíèöåé è îáëàäàþ-
ùåé ñâîéñòâîì, ÷òî ëþáûå äâà ñîñåäíèõ
÷èñëà îòëè÷àþòñÿ ðîâíî íà åäèíèöó, ñî-
îòâåòñòâîâàòü íåêîòîðàÿ ôîðìóëà?

Îêàçûâàåòñÿ, äà! Íàïðèìåð, äðóãàÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ñîñòîÿùàÿ òàêæå èç
9 ÷èñåë: 121234321, � ñîîòâåòñòâóåò, â
÷àñòíîñòè, òàêîé ôîðìóëå:

ab*cdå+�/ èëè 
a * b

c (d e)− +

Çàäà÷à 3.
Óðîâåíü 1.

à) Ïåðå÷èñëèòå âñå «ïðàâèëüíûå» ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè èç 9 ÷èñåë, òî åñòü ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, íà÷è-
íàþùèåñÿ è çàêàí÷èâàþùèåñÿ åäèíèöåé,
ó êîòîðûõ ñîñåäíèå ÷èñëà îòëè÷àþòñÿ íà
åäèíèöó. Ïîñòðîéòå ïî íèì ôîðìóëû, èñ-
ïîëüçóÿ áóêâû a, b, c, d, e è çíàêè îïåðà-
öèé *, +, �, / â óêàçàííîì ïîðÿäêå.
á) Ìîæåò ëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñ óêà-
çàííûìè âûøå ñâîéñòâàìè ñîñòîÿòü èç
÷åòíîãî êîëè÷åñòâà ÷èñåë?
â)* Ïðèäóìàéòå ñïîñîá, êàê ïîäñ÷èòûâàòü
êîëè÷åñòâî «ïðàâèëüíûõ» ïîñëåäîâàòåëüíîñ-
òåé, çíàÿ êîëè÷åñòâà áîëåå êîðîòêèõ ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòåé. Íàéäèòå êîëè÷åñòâî «ïðàâèëü-
íûõ» ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé èç 11 ÷èñåë.

Óðîâåíü 2. Â ïðîèçâåäåíèè n ÷èñåë
à1, à2, à3, ..., àn òðåáóåòñÿ ðàññòàâèòü ñêîá-
êè, ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿþùèå ïîðÿäîê âû-
÷èñëåíèÿ ïðîèçâåäåíèÿ, âñåìè âîçìîæíû-
ìè ñïîñîáàìè. Íàïèøèòå ïðîãðàììó, âû-
ïîëíÿþùóþ ýòó ðàáîòó. Â êà÷åñòâå ïðî-
âåðÿåìîãî ðåçóëüòàòà ïîäñ÷èòàéòå êîëè-
÷åñòâî âàðèàíòîâ, íà÷èíàþùèõñÿ ñ äâóõ
îòêðûâàþùèõ ñêîáîê.

Ôîðìàò ââîäà:
×èñëî áóêâ â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

Ôîðìàò âûâîäà:
×èñëî âàðèàíòîâ.

Ïðèìåð.
Ââîä:

4
Âûâîä:

2

Ïîÿñíåíèå. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü abcd
äîïóñêàåò ñëåäóþùèå ðàññòàíîâêè ñêîáîê:
(((ab)c)d), ((ab)(cd)), ((a(bc))d), (a((bc)d)),
(a(b(cd))).

Ðàçëè÷íûå ðàññòàíîâêè ñêîáîê â
èíôèêñíîé çàïèñè ôîðìóëû ñîîòâåòñòâó-
þò ðàçëè÷íûì «ïðàâèëüíûì» ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòÿì, ñâÿçàííûì ñ ïîñòôèêñíûìè
çàïèñÿìè ôîðìóë. Ïîýòîìó «ïðàâèëüíûõ»
ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé èç 2n�1 ÷èñåë
ñòîëüêî æå, ñêîëüêî âàðèàíòîâ ðàññòàíîâ-
êè ñêîáîê â ôîðìóëå ñ n ïåðåìåííûìè è
n�1 îïåðàöèÿìè. ×èñëî ýòèõ ñïîñîáîâ
íîñèò íàçâàíèå ÷èñåë Êàòàëàíà. Îáîçíà-
÷àÿ èõ çà kn ïîëó÷àåì: k1=1, k2=1, k3=2.

Êàæäîå ñëåäóþùåå ÷èñëî Êàòàëàíà
âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ïðåäûäóùèå ïî ôîðìó-
ëå: kn+1=k1kn+k2kn�1+...+knk1

Àëãîðèòì âîññòàíîâëåíèÿ ôîðìóëû
ïî ïîñòôèêñíîé çàïèñè:

ØÀÃ 1.
Ñäåëàåì íóìåðàöèþ ñèìâîëîâ ñòðîêè
ïî ïðàâèëàì, ïåðå÷èñëåííûì âûøå.
ÅÑËÈ íóìåðàöèÿ çàêàí÷èâàåòñÿ åäè-
íèöåé,
ÒÎ çàïèñü ôîðìóëû ïðàâèëüíàÿ è ìîæ-
íî ïåðåõîäèòü ê ñëåäóþùåìó øàãó,
ÈÍÀ×Å â ïîñòôèêñíîé çàïèñè ôîðìó-
ëû èìååòñÿ îøèáêà.

ØÀÃ 2.
Íàéäåì ïðåäïîñëåäíþþ åäèíèöó â çà-
ïèñè è ðàçäåëèì ôîðìóëó íà òðè ÷àñòè:
1-àÿ: âñå ñèìâîëû îò ïåðâîãî äî òîãî,
êîòîðûé ïîìå÷åí ïðåäïîñëåäíåé åäè-
íèöåé âêëþ÷èòåëüíî;
2-àÿ: âñå ñèìâîëû îò ïîìå÷åííîãî
ïðåäïîñëåäíåé åäèíèöåé äî ñèìâî-

..ÒÎ çàïèñü ôîðìóëû
ïðàâèëüíàÿ è ìîæíî ïåðåõîäèòü
ê ñëåäóþùåìó øàãó,..
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ëà, ïîìå÷åííîãî ïîñëåäíåé åäèíèöåé,
íå âêëþ÷àÿ èõ;
3-ÿ: ñèìâîë, ïîìå÷åííûé ïîñëåäíåé
åäèíèöåé.

Òîãäà
ïåðâàÿ ÷àñòü çàïèñè - ïåðâûé îïåðàíä,
âòîðàÿ ÷àñòü - âòîðîé îïåðàíä,
òðåòüÿ ÷àñòü - çíàê ïîñëåäíåé âûïîë-
íÿåìîé îïåðàöèè.

Äàëåå àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ ïîñëåäíåé
âûïîëíÿåìîé îïåðàöèè ïðèìåíÿåòñÿ ê
êàæäîìó èç îïåðàíäîâ.

Ïðîèëëþñòðèðóåì ðàáîòó àëãîðèòìà
íà ïðèìåðå.

a b * c d å + � /
1 2 1 2 3 4 3 2 1

[a b *] / [c d å + �]
  1  2   1       1  2   3  2 1

(a * b) / (c� [d e +])
   1 2   1

((a * b) / (c� ( d + e )))

Â ïðåäëîæåííîì àëãîðèòìå íå óêà-
çûâàëîñü, êàê çàïèñûâàòü ðåçóëüòàò ðàç-
áîðà ïîñòôèêñíîé çàïèñè. Â ïðèìåðå ìû
èñïîëüçîâàëè ïðèâû÷íóþ èíôèêñíóþ ñêî-
áî÷íóþ çàïèñü. Îáðàòèòå âíèìàíèå, ÷òî
êàæäóþ âîçíèêàþùóþ èíôèêñíóþ çàïèñü
ìû áðàëè â ñêîáêè. Ðàçóìååòñÿ, êàêèå-òî
èç íèõ ìîãëè áûòü ëèøíèìè (â íàøåì ñëó-
÷àå ëèøíåé ÿâëÿåòñÿ ïàðà âíåøíèõ ñêîáîê).
Àëãîðèòì, êîòîðûé ìû èñïîëüçîâàëè â ïðè-
ìåðå, ïîðîæäàåò ôîðìóëó â èíôèêñíîé çà-
ïèñè, â êîòîðîé ðàññòàâëåíû âñå ñêîáêè.

3. ÂÛ×ÈÑËÅÍÈÅ ÇÍÀ×ÅÍÈÉ

Ó ïîñòôèêñíîé çàïèñè åñòü çàìå÷à-
òåëüíîå ñâîéñòâî � ïî íåé î÷åíü ëåãêî
ïðîèçâîäèòü âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèé ôîðìó-
ëû. Ýòîò ôàêò ïðèìåíÿåòñÿ â íåêîòîðûõ
ìîäåëÿõ êàëüêóëÿòîðîâ.

Äëÿ òîãî ÷òîáû îïèñàòü àëãîðèòì,
âîñïîëüçóåìñÿ ñòðóêòóðîé ñòåêà.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôîðìóëà ñîñòîèò
òîëüêî èç îäíîáóêâåííûõ ïåðåìåííûõ (a,
b, c, ..., z) è çíàêîâ îïåðàöèé (*, +, �, /), à
íà âõîä àëãîðèòìà ïîäàåòñÿ åãî ïðàâèëü-
íàÿ ïîñòôèêñíàÿ çàïèñü. Àëãîðèòì âû÷èñ-
ëåíèÿ ôîðìóëû â ïîñòôèêñíîé ôîðìå ñ
èñïîëüçîâàíèåì ñòåêà ÷ðåçâû÷àéíî ïðîñò:

ÏÎÊÀ â ñòðîêå íå êîí÷àòñÿ ñèìâîëû,
ÏÎÂÒÎÐßÒÜ
×èòàåì î÷åðåäíîé ñèìâîë ñòðîêè
ÅÑËÈ î÷åðåäíîé ñèìâîë - áóêâà,
ÒÎ çàïèñûâàåì â ñòåê çíà÷åíèå ïåðå-
ìåííîé, çàäàííîå ýòîé áóêâîé.
ÅÑËÈ î÷åðåäíîé ñèìâîë - çíàê îïå-
ðàöèè,
ÒÎ èçâëåêàåì ïîñëåäîâàòåëüíî äâà
(âåðõíèõ) ÷èñëà èç ñòåêà è âûïîëíÿ-
åì íàä íèìè îïåðàöèþ, ñ÷èòàÿ ñàìîå
âåðõíåå ÷èñëî çíà÷åíèåì âòîðîãî îïå-
ðàíäà; ðåçóëüòàò îïåðàöèè çàíîñèì â
ñòåê.

ÊÎÍÅÖ ÖÈÊËÀ
Åäèíñòâåííîå îñòàâøååñÿ â ñòåêå ÷èñ-
ëî è áóäåò ðåçóëüòàòîì âû÷èñëåíèÿ
ôîðìóëû.

Äîêàæåì êîððåêòíîñòü ýòîãî àëãî-
ðèòìà ïî èíäóêöèè.

Áàçà èíäóêöèè. Ïðè n=1 ïðàâèëüíàÿ
ôîðìóëà ìîæåò ñîñòîÿòü òîëüêî èç îäíîé
áóêâû, íàïðèìåð, a.

Òîãäà, â ñîîòâåòñòâèè ñ àëãîðèòìîì,
çíà÷åíèå à áóäåò çàïèñàíî â ñòåê, è àëãî-
ðèòì çàêîí÷èò ðàáîòó. Åäèíñòâåííîå ÷èñ-
ëî â ñòåêå � çíà÷åíèå a è áóäåò çíà÷åíèåì
ôîðìóëû.

Äëÿ n=2 íå ñóùåñòâóåò ïðàâèëüíîé
çàïèñè ôîðìóëû.

Äëÿ n=3 ïðàâèëüíàÿ çàïèñü ôîðìó-
ëû â ïîñòôèêñíîé ôîðìå áóäåò âûãëÿäåòü,
íàïðèìåð, òàê: ab� (ðàçóìååòñÿ, èìåíà ïå-
ðåìåííûõ è çíàê îïåðàöèè ìîãóò áûòü äðó-
ãèìè).

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ðàáîòà ïî àë-
ãîðèòìó ïðèâåäåò ê ñëåäóþùåé ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè ñîñòîÿíèé ñòåêà:

Çíà÷åíèå a Çíà÷åíèå b Çíà÷åíèå a�b
Çíà÷åíèå a

...àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ ôîðìóëû â ...
ñ èñïîëüçîâàíèåì ñòåêà ÷ðåçâû÷àéíî ïðîñò...
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Èíäóêöèîííûé ïåðåõîä. Ïî
äîêàçàííîé âûøå òåîðåìå ïîñò-
ôèêñíàÿ ôîðìóëà ðàçáèâàåòñÿ íà
÷àñòè: ïåðâûé îïåðàíä, âòîðîé
îïåðàíä, çíàê îïåðàöèè. Äîêà-
æåì, ÷òî òîãäà çíà÷åíèå ýòîé
ôîðìóëû áóäåò âû÷èñëåíî ïðà-
âèëüíî.

Ïîëîæèì, ÷òî ïðàâèëüíàÿ
ïîñòôèêñíàÿ ôîðìóëà ñîñòîèò èç
n ñèìâîëîâ è ÷òî äëÿ ïîñòôèêñ-
íûõ çàïèñåé ñ ìåíüøèì ÷èñëîì
ñèìâîëîâ òåîðåìà äîêàçàíà. Òîã-
äà ïîñëå ââîäà âñåõ ñèìâîëîâ
ïåðâîé ÷àñòè â ñòåêå ïî èíäóê-
öèîííîìó ïðåäïîëîæåíèþ ïîëó-
÷èòñÿ çíà÷åíèå ïåðâîãî îïåðàí-
äà. Ïîñëå ââîäà íà÷àëüíîãî ñèì-
âîëà âòîðîãî îïåðàíäà çíà÷åíèå
ïåðâîãî îïåðàíäà ñäâèãàåòñÿ íà
1 âíèç è íå ó÷àñòâóåò â âû÷èñëå-
íèè çíà÷åíèé âòîðîãî îïåðàíäà.
Òàêèì îáðàçîì, ïîñëå îêîí÷à-
òåëüíîãî ââîäà ñèìâîëîâ âòîðî-
ãî îïåðàíäà ñòåê áóäåò âûãëÿäåòü
òàê:

Çíà÷åíèå 2-îãî îïåðàíäà
Çíà÷åíèå 1-îãî îïåðàíäà

Çàäà÷à ñâåëàñü ê ñëó÷àþ n=3, è ââîä
çíàêà îïåðàöèè ïðèâåäåò ê îêîí÷àòåëüíîìó
âû÷èñëåíèþ çíà÷åíèÿ ôîðìóëû.

Êîððåêòíîñòü àëãîðèòìà äîêàçàíà.

Ïðèìåð.
Ïðîèëëþñòðèðóåì âû÷èñëåíèå çíà-

÷åíèÿ ôîðìóëû â ïîñòôèêñíîé çàïèñè
ab*cde+�/ ïðè a=2, b=6, c=9, d=1, e=5

Âõîäíàÿ a b * c d e + � /
ñòðîêà
Ñòåê 2 6 12 9 1 5 6 3 4

2 12 9 1 9 12
12 9 12

12
Êîëè÷åñòâî 1 2 1 2 3 4 3 2 1
÷èñåë â ñòåêå

Òåïåðü, êîãäà ìû óçíàëè àëãîðèòì
âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèé ôîðìóëû â ïîñòôèê-
ñíîé çàïèñè, ìîæíî îáúÿñíèòü ñìûñë ïîñ-
ëåäîâàòåëüíîñòè ÷èñåë, ñîïîñòàâëåííûõ

ïîñòôèêñíîé çàïèñè ïðè äîêà-
çàòåëüñòâå êîððåêòíîñòè àëãîðèò-
ìà: îíè ïîêàçûâàþò êîëè÷åñòâî
÷èñåë, íàõîäÿùèõñÿ â ñòåêå â
ïðîöåññå âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèÿ
ôîðìóëû.

Çàäà÷à 4.
Óðîâåíü 1.
Ïðîèëëþñòðèðóéòå âû÷èñ-

ëåíèå çíà÷åíèÿ ôîðìóëû

a
b

a
b

a
b
a

0
1

1
2

2
3

3

+
+

+

 ïðè a0=1,

a1=2, a2=3, a3=6, b1=7, b2=5, b3=2.
Êàêîãî ðàçìåðà ñòåê íå-

îáõîäèì äëÿ âû÷èñëåíèÿ ýòîé
ôîðìóëû. Èñïîëüçóÿ ïåðåìåñ-
òèòåëüíûé çàêîí ñëîæåíèÿ, ïå-
ðåïèøèòå ôîðìóëó òàê, ÷òîáû
äëÿ åãî âû÷èñëåíèÿ ìîã èñïîëü-
çîâàòüñÿ ñòåê íà 2 ïîçèöèè êî-
ðî÷å.

Óðîâåíü 2. Ïóñòü íà âõîäå àëãîðèò-
ìà íàõîäèòñÿ ïîñòôèêñíàÿ çàïèñü, ñîñòî-
ÿùàÿ èç áóêâ è çíàêîâ àðèôìåòè÷åñêèõ
äåéñòâèé +, �, /, *. Íàïèøèòå ïðîãðàììó,
ïðåîáðàçóþùóþ ïðîèçâîëüíóþ ïîñòôèêñ-
íóþ çàïèñü â òàêóþ, êîòîðàÿ äëÿ âû÷èñëå-
íèÿ ñâîèõ çíà÷åíèé òðåáóåò ñòåê ìèíè-
ìàëüíîé äëèíû.

Ôîðìàò ââîäà:
Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìàëûõ ëàòèíñêèõ áóêâ
è çíàêîâ àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé, ïðåä-
ñòàâëÿþùàÿ ïðàâèëüíóþ ïîñòôèêñíóþ çà-
ïèñü.

Ôîðìàò âûâîäà:
Ïðåîáðàçîâàííàÿ ïîñòôèêñíàÿ çàïèñü.

Ïðèìåð.
Ââîä:

abc++
Âûâîä:

ab+c+

Èäåÿ àëãîðèòìà. Âû÷èñëèì íàïîëíÿåìîñòü
ñòåêà äëÿ êàæäîãî èç îïåðàíäîâ è, åñëè ó âòîðî-
ãî îïåðàíäà îíà áîëüøå è îïåðàöèÿ êîììóòà-
òèâíà, òî îïåðàíäû ìåíÿåì ìåñòàìè.

...çíà÷åíèå ïåðâîãî
îïåðàíäà
ñäâèãàåòñÿ ...
âíèç...
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Óðîâåíü 2. Íàïèøèòå ïðîãðàììó, ðå-
àëèçóþùóþ àëãîðèòì äëÿ âû÷èñëåíèÿ  çíà-
÷åíèÿ ôîðìóëû â ïðåôèêñíîé çàïèñè.

Ôîðìàò ââîäà:
Ïðåôèêñíàÿ çàïèñü.
Çíà÷åíèÿ âñåõ àðãóìåíòîâ ÷åðåç ïðîáåë â
ïîðÿäêå èõ ïîÿâëåíèÿ â ñòðîêå ââîäà.

Ôîðìàò âûâîäà:
Çíà÷åíèå ôîðìóëû.

Ïðèìåð: a-b*c, a=7, b=2, c=3.
Ââîä:

�a*bc
7 2 3

Âûâîä:
1

4. ÏÅÐÅÂÎÄ Â ÁÅÑÑÊÎÁÎ×ÍÓÞ ÇÀÏÈÑÜ

Ïîñëå òîãî, êàê áûë ðàññìîòðåí àë-
ãîðèòì ýôôåêòèâíîãî âû÷èñëåíèÿ çíà÷å-
íèé ôîðìóëû â ïîñòôèêñíîé çàïèñè, åñ-
òåñòâåííûì ñòàë âîïðîñ îá àëãîðèòìå ïå-
ðåâîäà îáû÷íîé ñêîáî÷íîé çàïèñè â áåñ-
ñêîáî÷íóþ ïîñòôèêñíóþ.

Èñïîëüçîâàíèå ñòåêà ïîçâîëÿåò íà-
ïèñàòü ïðîñòîé è ýôôåêòèâíûé àëãîðèòì.
Ïî-ïðåæíåìó áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî èíôèêñ-
íàÿ çàïèñü ñîñòîèò èç ñêîáîê, áóêâ è çíà-
êîâ áèíàðíûõ îïåðàöèé.

ÏÎÊÀ âî âõîäíîé ñòðîêå åñòü ñèìâîëû,
ÏÎÂÒÎÐßÒÜ
Ââåñòè î÷åðåäíîé ñèìâîë
ÅÑËÈ òåêóùèé ñèìâîë - áóêâà,
ÒÎ ïåðåäàòü åãî â âûõîäíóþ ñòðîêó.
ÅÑËÈ òåêóùèé ñèìâîë - «(»,
ÒÎ çàïèñàòü åå â ñòåê.
ÅÑËÈ òåêóùèé ñèìâîë - «)»,
ÒÎ èçâëå÷ü ïîî÷åðåäíî âñå ñèìâîëû
èç ñòåêà â âûõîäíóþ ñòðîêó äî ïåð-
âîé îòêðûâàþùåé ñêîáêè, êîòîðóþ
óáðàòü èç ñòåêà.
ÅÑËÈ òåêóùèé ñèìâîë - çíàê îïåðàöèè,
ÒÎ
ÏÎÊÀ ïðèîðèòåò îïåðàöèè íà âåð-
øèíå ñòåêà íå ìåíüøå ïðèîðèòåòà
òåêóùåé îïåðàöèè,
ÏÎÂÒÎÐßÒÜ
èçâëå÷ü çíàê îïåðàöèè èç ñòåêà â
âûõîäíóþ ñòðîêó.
ÊÎÍÅÖ ÖÈÊËÀ
Òåêóùèé çíàê îïåðàöèè çàíåñòè â ñòåê.

Ïðèìåð.
a0 b1 a1 b2 a2 b3 a3 / + / + / +

1 2 3 4 5 6 7 6 5 4 3 2 1

1 7�1=6
ðàçìåð ñòåêà, ðàçìåð ñòåêà, êîììóòàòèâíàÿ
òðåáóåìûé òðåáóåìûé îïåðàöèÿ
äëÿ âû÷èñëåíèÿ äëÿ âû÷èñëåíèÿ

ïåðâîãî îïåðàíäà âòîðîãî îïåðàíäà

b1 a1 b2 a2 b3 a3 / + / + / a0 +

1 2 3 4 5 6 5 4 3 2 1 2 1

Çàäà÷à 5.
Óðîâåíü 1. Ïðèäóìàéòå àëãîðèòì äëÿ

âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèé ôîðìóë, ñîäåðæàùèõ
íàðÿäó ñ àðèôìåòè÷åñêèìè îïåðàöèÿìè,
îïåðàöèþ èçâëå÷åíèÿ êâàäðàòíîãî êîðíÿ.

Ïðîèëëþñòðèðóéòå ðàáîòó àëãîðèò-
ìà ïðè âû÷èñëåíèè ôîðìóëû:

a a a0 1 2* ( )− , a0=9, a1=5, a2=16

Óðîâåíü 2. Íàïèøèòå ïðîãðàììó, ðå-
àëèçóþùóþ àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ àðèôìå-
òè÷åñêèõ ïðèìåðîâ ñ êâàäðàòíûì êîðíåì
â ïîñòôèêñíîé çàïèñè, ñ÷èòàÿ, ÷òî ïðè-
ìåð ñîñòîèò èç öèôð, êâàäðàòíûõ êîðíåé
è àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé è ÷òî âû÷èñ-
ëåíèÿ íå ïðèâåäóò ê íåâûïîëíèìûì îïå-
ðàöèÿì òèïà äåëåíèÿ íà íîëü èëè èçâëå÷å-
íèÿ êîðíÿ èç îòðèöàòåëüíîãî ÷èñëà.

Ôîðìàò ââîäà:
Ïðàâèëüíàÿ ïîñòôèêñíàÿ çàïèñü. Âìåñòî
çíàêà √ èñïîëüçóéòå \.

Ôîðìàò âûâîäà:
×èñëîâîé ðåçóëüòàò.

Ïðèìåð: 6 * *6
1 2

2
+

Ââîä:
6\6\*12+/2*\

Âûâîä:
2

Çàäà÷à 6.
Óðîâåíü 1. Ïðèäóìàéòå àëãîðèòì äëÿ

âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèé ôîðìóë â ïðåôèêñ-
íîé çàïèñè.
à) äëÿ ïðîñìîòðà ïðåôèêñíîé çàïèñè, íà-
÷èíàÿ ñ êîíöà (ñïðàâà íàëåâî).
á) äëÿ åñòåñòâåííîãî ïðîñìîòðà ïðåôèêñ-
íîé çàïèñè (ñëåâà íàïðàâî).
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ÊÎÍÅÖ ÖÈÊËÀ
Èçâëå÷ü èç ñòåêà â âûõîäíóþ ñòðîêó
ïîî÷åðåäíî âñå îñòàâøèåñÿ â íåì ñèì-
âîëû.

Ïðèìåð.
Ðàññìîòðèì îáðàáîòêó ñòðîêè
a*b/(c�(d+e)).

Âõîäíàÿ a * b / ( c � ( d + e ) )
ñòðîêà
ñòåê * * / ( ( � ( ( + + � /

/ / ( � � ( ( (
/ ( ( � � /

/ / ( (
/ /

âûõîäíàÿ a b * c d e + � /
ñòðîêà

Çàäà÷à 7.
Óðîâåíü 1. Ïðåäëîæèòå àëãîðèòì ïå-

ðåâîäà â ïîñòôèêñíóþ ôîðìó ñêîáî÷íîé
çàïèñè àðèôìåòè÷åñêîé ôîðìóëû ñ êîð-
íÿìè. Ïðîèëëþñòðèðóéòå ðàáîòó àëãîðèò-
ìà íà ïðèìåðå:

(( a (b c)) / (e (f * (k m))+ + − − )

Óðîâåíü 2. Íàïèøèòå ïðîãðàììó ïå-
ðåâîäà ñêîáî÷íîé çàïèñè ñ êîðíÿìè â ïî-
ñòôèêñíóþ ôîðìó.

Ôîðìàò ââîäà:
Ñêîáî÷íàÿ çàïèñü.

Ôîðìàò âûâîäà:
Ïîñòôèêñíàÿ çàïèñü.

Ïðèìåð.
Ââîä:

\(a+b*\\(c�d))
Âûâîä:

abcd�\\*+\

5. ÏÐÅÄÑÒÀÂËÅÍÈÅ ÔÎÐÌÓË
ÁÈÍÀÐÍÛÌÈ ÄÅÐÅÂÜßÌÈ

Äåëàÿ ðàçáîð àðèôìåòè÷åñêèõ ôîð-
ìóë, ìû ðåêóðñèâíî ïðèìåíÿëè ïðîöåäó-
ðó íàõîæäåíèÿ ïîñëåäíåé îïåðàöèè è åå
îïåðàíäîâ:

îïåðàíä 1    çíàê îïåðàöèè    îïåðàíä 2

Ýòîò ïðîöåññ óäîáíî èçîáðàçèòü ñ
ïîìîùüþ ïîñòðîåíèÿ äåðåâà.

...ÅÑËÈ òåêóùèé ñèìâîë - áóêâà
ÒÎ ïåðåäàòü åãî â âûõîäíóþ ñòðîêó...

Ýòîò ïðîöåññ óäîáíî èçîáðàçèòü ñ ïîìîùüþ ...
áèíàðíîãî äåðåâà...

Îïåðàíä 1

Çíàê
îïåðàöèè

Ïîääåðåâî
îïåðàíäà

a*b

Ïîääåðåâî
îïåðàíäà
ñ�(d+e)

/

Îïåðàíä 1
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Òàêèì îáðàçîì ôîðìóëó 
a b

c (d e)
*

− +
ìîæíî ïðåäñòàâèòü áèíàðíûì äåðåâîì:

À ïîñòðîåííîå äåðåâî ìîæíî çàäàòü
ñëåäóþùåé òàáëèöåé:

1 / 2 3
2 * 4 5
3 � 6 7
4 a � �
5 b � �
6 c � �
7 + 8 9
8 d � �
9 e � �

Â òàáëèöå ïåðâîå ïîëå êàæäîé çàïè-
ñè ñîäåðæèò çíàê îïåðàöèè èëè èìÿ ïåðå-
ìåííîé, à îñòàëüíûå äâà ïîëÿ � ññûëêè íà
ïîääåðåâüÿ, ñâÿçàííûå ñ äàííîé âåðøèíîé.

Ý. Äåéêñòðà ïðåäëîæèë àëãîðèòì, â
êîòîðîì  äåðåâî îïåðàöèé ñòðîèòñÿ çà
îäèí ïðîñìîòð ôîðìóëû. Ïðè ðàáîòå àë-
ãîðèòìà èñïîëüçóþòñÿ äâà ñòåêà: ñòåê îïå-
ðàöèé è ñòåê îïåðàíäîâ. Â ñòåê îïåðàöèé
ïîìåùàþòÿ îïåðàöèè è îòêðûâàþùèå
êðóãëûå ñêîáêè.

Â ñòåê îïåðàíäîâ ïîìåùàþòñÿ ññûë-
êè íà óæå ñôîðìèðîâàííûå óçëû äåðåâà,
òî åñòü ññûëêè íà îïåðàíäû. Îïèøåì ðà-
áîòó àëãîðèòìà.

Ïðîñìàòðèâàåì ôîðìóëó ñëåâà íàïðàâî.
ÍÀ×ÀËÎ ÖÈÊËÀ
ÅÑËÈ òåêóùèé ñèìâîë - áóêâà,
ÒÎ ñîçäàåòñÿ óçåë ñ èíôîðìàöèîííûì

ïîëåì, ðàâíûì åå çíà÷åíèþ, è ññû-

ëî÷íûìè ïîëÿìè, ñîäåðæàùèìè ïóñòóþ

ññûëêó. Ññûëêà íà ïîñòðîåííûé óçåë
ïîìåùàåòñÿ â ñòåê îïåðàíäîâ.
ÅÑËÈ òåêóùèé ñèìâîë - «(»,
ÒÎ îíà çàíîñèòñÿ â ñòåê îïåðàöèé.
ÅÑËÈ òåêóùèé ñèìâîë - çíàê îïåðàöèè,
ÒÎ (äàëüíåéøèå äåéñòâèÿ çàâèñÿò îò
ñîäåðæèìîãî ñòåêà îïåðàöèé):
ÅÑËÈ ñòåê îïåðàöèé íå ïóñò,
ÒÎ (ïðèîðèòåò àíàëèçèðóåìîé îïåðà-
öèè ñðàâíèâàåòñÿ ñ ïðèîðèòåòîì îïå-
ðàöèé íà âåðøèíå ñòåêà îïåðàöèé):
ÅÑËÈ ïðèîðèòåò àíàëèçèðóåìîé îïå-
ðàöèè áîëüøå,
ÒÎ îïåðàöèÿ çàíîñèòñÿ â ñòåê (ïðè-
îðèòåò îòêðûâàþùåé ñêîáêè ñ÷èòà-
åòñÿ ñàìûì ìàëåíüêèì).
ÈÍÀ×Å
ÍÀ×ÀËÎ ÖÈÊËÀ
ôîðìèðóåòñÿ óçåë äåðåâà, â èíôîð-
ìàöèîííîå ïîëå êîòîðîãî ïîìåùà-
åòñÿ çíàê îïåðàöèè, ññûëêà íà ïðà-
âîå ïîääåðåâî - ýëåìåíò íà âåðøè-
íå ñòåêà îïåðàíäîâ, ññûëêà íà ëå-
âîå ïîääåðåâî - ñëåäóþùèé ýëåìåíò
èç ñòåêà îïåðàíäîâ. Îáðàáîòàííûå
îïåðàíäû óäàëÿþòñÿ èç ñòåêà, à
âìåñòî íèõ ïîìåùàåòñÿ ññûëêà íà
ñîçäàííûé óçåë äåðåâà.
Ýòè äåéñòâèÿ
ÏÎÂÒÎÐßÒÜ äî òåõ ïîð,
ÏÎÊÀ ïðèîðèòåò îáðàáàòûâàåìîé
îïåðàöèè íå ñòàíåò áîëüøå ïðèîðè-
òåòà îïåðàöèè íà âåðøèíå ñòåêà èëè
ñòåê íå ñòàíåò ïóñòûì.
Ïîñëå ýòîãî çíàê îïåðàöèè ïîìå-
ùàåòñÿ â ñòåê îïåðàöèé.

ÅÑËÈ òåêóùèé ñèìâîë - «)»,
ÒÎ ñîçäàåòñÿ óçåë, èíôîðìàöèîííîå
ïîëå êîòîðîãî - çíàê îïåðàöèè èç âåð-
øèíû ñòåêà, ïðàâîå è ëåâîå ïîääåðå-
âüÿ - ýëåìåíòû èç ñòåêà îïåðàíäîâ.
Ïîñëå ïîñòðîåíèÿ äåðåâà çíàê îïåðà-

*

ed

ba +c

/

�

...äâà ïîëÿ � ññûëêè íà ïîääåðåâüÿ...

/

* �

b c Ïîääåðåâî
îïåðàíäà

d+e

Ïîääåðåâî
îïåðàíäà

 a
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öèè èñêëþ÷àåòñÿ èç ñòåêà îïåðàöèé, à
ññûëêè íà îïåðàíäû èç ñòåêà îïåðàí-
äîâ. Ñîçäàíàÿ ññûëêà ïîìåùàåòñÿ â
ñòåê îïåðàíäîâ. Ýòîò ïðîöåññ ïðîäîë-
æàåòñÿ äî òåõ ïîð, ïîêà íà âåðøèíå
ñòåêà îïåðàöèé íå îêàæåòñÿ îòêðûâà-
þùàÿ ñêîáêà, êîòîðàÿ èñêëþ÷àåòñÿ èç
ñòåêà.
ÅÑËÈ òåêóùèé ñèìâîë - ïðèçíàê êîí-
öà ôîðìóëû,
ÒÎ,
ÅÑËÈ ñòåê îïåðàöèé íå ïóñò,
ÒÎ ôîðìèðóåòñÿ óçåë äåðåâà, èí-
ôîðìàöèîííîå ïîëå êîòîðîãî - çíàê
îïåðàöèè èç âåðøèíû ñòåêà îïåðà-
öèé, à ññûëêè íà ïðàâîå è ëåâîå
ïîääåðåâüÿ - ýëåìåíòû èç âåðøèíû
ñòåêà îïåðàíäîâ (êîòîðûå ïîñëå ïðè-
ñîåäèíåíèÿ ê äåðåâó èñêëþ÷àþòñÿ
èç ñòåêà îïåðàíäîâ); ññûëêà íà ïî-
ñòðîåííûé óçåë ïîìåùàåòñÿ â ñòåê
îïåðàíäîâ.
ÅÑËÈ ñòåê îïåðàöèé ïóñò,
ÒÎ íà âåðøèíå ñòåêà îïåðàíäîâ ëå-
æèò ññûëêà íà êîðåíü ñôîðìèðîâàí-
íîãî äåðåâà è íè÷åãî äåëàòü íå íàäî.

Âñå äåéñòâèÿ ñ íà÷àëà àëãîðèòìà
ÏÎÂÒÎÐßÒÜ äî òåõ ïîð,
ÏÎÊÀ ñòåê îïåðàöèé íå ñòàíåò ïóñòûì.
Â ñòåêå îïåðàíäîâ îñòàåòñÿ îäèí ýëå-
ìåíò - êîðåíü ïîñòðîåííîãî äåðåâà.

Ïðèìåð.
Ðàññìîòðèì ôîðìóëó (a+b�c*d)/k. Òàê

êàê ïåðâûé ñèìâîë � îòêðûâàþùàÿ ñêîá-
êà, òî îíà çàíîñèòñÿ â ñòåê îïåðàöèé. Ïðè
àíàëèçå ñëåäóþùåãî ñèìâîëà ñîçäàåòñÿ óçåë
äåðåâà, è ññûëêà íà íåãî õðàíèòñÿ â ñòåêå
îïåðàíäîâ (ðèñóíîê 1). Ñëåäóþùèé ñèìâîë
� «+», åãî ïðèîðèòåò âûøå ïðèîðèòåòà
ñêîáêè, ïîýòîìó çíàê ïîìåùàåòñÿ â ñòåê
îïåðàöèé. Ïîñëå àíàëèçà ñèìâîëà «b» íà-
ñòóïèò ñîñòîÿíèå, èçîáðàæåííîå íà ðèñóí-
êå 2. Çíàê îïåðàöèè «�» èìååò òîò æå ïðè-
îðèòåò, ÷òî è çíàê îïåðàöèè «+», íàõîäÿ-
ùåéñÿ â âåðøèíå ñòåêà îïåðàöèé. Â ýòîì
ñëó÷àå ôîðìèðóåòñÿ óçåë, èíôîðìàöèîííîå
ïîëå êîòîðîãî ðàâíî çíàêó îïåðàöèè â âåð-
øèíå ñòåêà îïåðàöèé, ññûëêà íà ïðàâîå ïîä-
äåðåâî � ýëåìåíò â âåðøèíå ñòåêà îïåðàí-
äîâ, ññûëêà íà ëåâîå ïîääåðåâî � ñëåäóþ-
ùèé ýëåìåíò èç ñòåêà îïåðàíäîâ. Ñôîðìè-
ðîâàííîå äåðåâî ïîêàçàíî íà ðèñóíêå 3.
Çíàê îïåðàöèè óáèðàåòñÿ èç ñòåêà îïåðà-
öèé: ýëåìåíòû, ÿâëÿþùèåñÿ ññûëêàìè íà
ïðàâîå è ëåâîå ïîääåðåâüÿ, óáèðàþòñÿ èç

Ðèñóíîê 1.

(

Ñòåê îïåðàöèé
Âåðøèíà
ñòåêà

a

Ñòåê îïåðàíäîâ
Âåðøèíà
ñòåêà

Ðèñóíîê 2.

a

+

b

(

+

ba

Ðèñóíîê 3. Ðèñóíîê 4.

(

+

ba

...äåðåâî îïåðàöèé ñòðîèòñÿ çà îäèí ïðîñìîòð...



43

ñòåêà îïåðàíäîâ. Òàêèì îáðàçîì, ñòåê îïå-
ðàöèé è ñòåê îïåðàíäîâ ïðèìóò âèä, êàê íà
ðèñóíêå 4. Òàê êàê ïðèîðèòåò «(» íà âåð-
øèíå ñòåêà ìåíüøå ïðèîðèòåòà çíàêà «�» ,
òî çíàê «�» ïîìåùàåòñÿ â ñòåê îïåðàöèé.
Ïîñëå àíàëèçà ñëåäóþùèõ òðåõ ñèìâîëîâ
ñîñòîÿíèå ñòåêîâ áóäåò òàêîå, êàê èçîáðà-
æåíî íà ðèñóíêå 5. Àíàëèçèðóåìûé ñèì-
âîë � çàêðûâàþùàÿ ñêîáêà. Â ýòîì ñëó÷àå
ñîçäàåòñÿ óçåë äåðåâà (ðèñóíîê 6), è ññûë-
êà íà íåãî ïîìåùàåòñÿ â ñòåê îïåðàíäîâ
(ðèñóíîê 7). Ïðèîðèòåò î÷åðåäíîãî ñèìâî-
ëà «)» íèæå ïðèîðèòåòà çíàêà îïåðàöèè â
âåðøèíå ñòåêà îïåðàöèé, ïîýòîìó, êàê îïè-
ñàíî ðàíåå, ñîçäàåòñÿ óçåë äåðåâà, ïðåäñòàâ-
ëåííîãî íà ðèñóíêå 8. Òåïåðü íà âåðøèíå
ñòåêà îïåðàöèé � îòêðûâàþùàÿ ñêîáêà (êî-
òîðàÿ èñêëþ÷àåòñÿ èç ñòåêà), â ñòåê îïå-
ðàíäîâ ïîìåùàåòñÿ ññûëêà íà ïîñòðîåííîå
äåðåâî. Äàëåå çíàê îïåðàöèè «/» çàíîñèòñÿ
â ñòåê îïåðàöèé, â ñòåê îïåðàíäîâ çàíîñèò-
ñÿ ññûëêà íà óçåë, ñîîòâåòñòâóþùèé îïå-
ðàíäó. Êîãäà àíàëèçèðóåì ñèìâîë «k», ñè-
òóàöèÿ òàêàÿ, êàê íà ðèñóíêå 9. Òàê êàê
ñèìâîë «.» îçíà÷àåò, ÷òî àíàëèç ôîðìóëû
çàâåðøåí, òî ñòðîèòñÿ óçåë äåðåâà (ðèñó-

íîê 10), è ññûëêà íà íåãî ïîìåùàåòñÿ â
ñòåê îïåðàíäîâ. Ñòåê îïåðàöèé ïóñò, â ñòå-
êå îïåðàíäîâ íàõîäèòñÿ åäèíñòâåííûé ýëå-
ìåíò � ññûëêà íà ïîñòðîåííîå äåðåâî.

Çàäà÷à 8.
Óðîâåíü 1. Ïðîäåìîíñòðèðóéòå ðà-

áîòó îïèñàííîãî àëãîðèòìà, ïîñòðîèâ äå-
ðåâî îïåðàöèé äëÿ ôîðìóëû

A*(B+D*(C�(D+E)))*(A+B)).
Ïðîñëåäèòå, êàê èçìåíÿåòñÿ ñîäåð-

æèìîå ñòåêà ïðè àíàëèçå ôîðìóëû.
Óðîâåíü 2. Íàïèøèòå ïðîãðàììó,

êîòîðàÿ, ïîëó÷èâ â êà÷åñòâå èñõîäíûõ äàí-
íûõ ôîðìóëó, ñòðîèò ïî íåé äåðåâî îïå-
ðàöèé ñîãëàñíî àëãîðèòìó Ý. Äåéêñòðû.

Ôîðìàò ââîäà:
Ñêîáî÷íàÿ èíôèêñíàÿ çàïèñü ôîðìóëû.

Ôîðìàò âûâîäà:
Íîìåð Èíôîðìàö. Ññûëêà Ññûëêà
óçëà ïîëå íà ëåâîå íà ïðàâîå

ïîääåðåâî ïîääåðåâî
1 ÈÏ 1 Ë 1 Ï 1
2 ÈÏ 2 Ë 2 Ï 2
... ... ... ...
n ÈÏ n Ë n Ï n

Ðèñóíîê 8.

�

*+

ba dc

/

k

a

*

+

b
c

(

d

�

Ðèñóíîê 5.

*

dc

Ðèñóíîê 6. Ðèñóíîê 7.

�

*+

ba dc

Ðèñóíîê 10.

a

�

+

b
*

(

c d

Ðèñóíîê 9.

�

*+

ba dc

/

k
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Ïðèìåð.
Ââîä:

a*(b�c/d)
Âûâîä:

1 * 2 3
2 a � �
3 � 4 5
4 b � �
5 / 6 7
6 c � �
7 d � �

6. ÏÎÑÒÐÎÅÍÈÅ ÔÎÐÌÓËÛ ÏÎ ÄÅÐÅÂÓ

Îáñóäèì, êàê ïî äåðåâó îïåðàöèé
ïîëó÷èòü ôîðìóëó â èíôèêñíîé çàïèñè.
Ñàìûé ïðîñòîé ñïîñîá ñîñòîèò â òîì, ÷òî-
áû ïðè îáðàáîòêå äåðåâà îïåðàöèé êàæ-
äûé îïåðàíä çàêëþ÷àëñÿ â êðóãëûå ñêîá-
êè. Â ýòîì ñëó÷àå áóäåò ïîëó÷åíà ôîðìó-
ëà â èíôèêñíîé çàïèñè, íî îíà áóäåò ñî-
äåðæàòü ñëèøêîì ìíîãî ñêîáîê.

Ðàññìîòðèì ðåêóðñèâíûé àëãîðèòì,
êîòîðûé ïî çàäàííîé ôîðìóëå, ïðåäñòàâ-
ëåííîé äåðåâîì îïåðàöèé, ñòðîèò ôîðìó-
ëó â èíôèêñíîé çàïèñè, ðàññòàâëÿÿ â íåé
ëèøü íåîáõîäèìûå ñêîáêè.

Â îñíîâå àëãîðèòìà ëåæàò ñëåäóþùèå
äåéñòâèÿ:

ÅÑËÈ â óçëå äåðåâà çíàê îïåðàöèè,

ÒÎ (áóäåì ïðîâåðÿòü, êàêàÿ èíôîðìà-

öèÿ õðàíèòñÿ â êîðíÿõ ëåâîãî è ïðàâî-

ãî ïîääåðåâüåâ).

ÅÑËÈ ïðèîðèòåò îïåðàöèè âûøå ïðè-

îðèòåòà îïåðàöèé â êîðíÿõ ïîääåðå-

âüåâ,

ÒÎ îïåðàíä, ñîîòâåòñòâóþùèé ïîä-

äåðåâó, ñëåäóåò çàêëþ÷èòü â ñêîáêè.

ÅÑËÈ îïåðàöèè èìåþò îäèíàêîâûé

ïðèîðèòåò,

ÒÎ ëåâûé îïåðàíä â ñêîáêè çàêëþ-

÷àòü íå íàäî, à äëÿ ïðàâîãî îïåðàíäà

òðåáóåòñÿ äîïîëíèòåëüíî ïðîàíàëèçè-

ðîâàòü ñî÷åòàíèå çíàêîâ â êîðíå è â

ïðàâîì ïîääåðåâå. Íàïðèìåð, åñëè â

êîðíå õðàíèòñÿ ìèíóñ, à â êîðíå ïðà-

âîãî ïîääåðåâà ïëþñ, òî ïðàâûé îïå-

ðàíä òðåáóåòñÿ çàêëþ÷èòü â ñêîáêè.

ÅÑËÈ ïðèîðèòåò îïåðàöèè íèæå ïðè-

îðèòåòà îïåðàöèè â êîðíå ïîääåðåâà,

ÒÎ îïåðàíä â ñêîáêè íå çàêëþ÷àåòñÿ.

Çàäà÷à 9
Óðîâåíü 1. Ïðåäñòàâüòå ôîðìóëó

(A*(B+(C+(D�E)))) äåðåâîì îïåðàöèé. Ïî-
ñòðîéòå äëÿ äàííîé ôîðìóëû, ïðåäñòàâ-
ëåííîé äåðåâîì îïåðàöèé, ôîðìóëó â èí-
ôèêñíîé ôîðìå ïî ïðåäëîæåííîìó àëãî-
ðèòìó. Ñðàâíèòå ïîñòðîåííóþ ïî äåðåâó
îïåðàöèé ôîðìóëó ñ èñõîäíîé ôîðìóëîé.

Óðîâåíü 2. Íàïèøèòå ïðîãðàììó,
êîòîðàÿ ïî ôîðìóëå, ïðåäñòàâëåííîé äå-
ðåâîì îïåðàöèé, ñòðîèò ôîðìóëó â èíôèê-
ñíîé çàïèñè, ðàññòàâëÿÿ â íåé ëèøü íåîá-
õîäèìûå ñêîáêè.

Ôîðìàò ââîäà:
Íîìåð Èíôîðìàö. Ññûëêà Ññûëêà
óçëà ïîëå íà ëåâîå íà ïðàâîå

ïîääåðåâî ïîääåðåâî
1 ÈÏ 1 Ë 1 Ï 1
2 ÈÏ 2 Ë 2 Ï 2
... ... ... ...
n ÈÏ n Ë n Ï n

Ôîðìàò âûâîäà:
Èíôèêñíàÿ ñêîáî÷íàÿ çàïèñü ôîðìóëû.

Ïðèìåð.
Ââîä:

1 * 2 3
2 � 4 5
3 a � �
4 b � �
5 c � �

Âûâîä:
a*(b-c)

Îáñóäèì, êàê ïî äåðåâó îïåðàöèé ïîëó÷èòü
ôîðìóëó...
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Ââîä...
Âûâîä...

7. ÎÁÕÎÄ  ÄÅÐÅÂÀ

Åñëè ôîðìóëà çàäàíà äåðåâîì îïå-
ðàöèé, òî áåññêîáî÷íûå çàïèñè ôîðìóë
ëåãêî ïîëó÷èòü, âûïîëíÿÿ ðåêóðñèâíûå
àëãîðèòìû îáõîäà äåðåâà îïåðàöèé. Åñëè
ôîðìóëà ñîäåðæèò ëèøü ïåðåìåííóþ èëè
êîíñòàíòó, òî òàêàÿ ôîðìóëà óæå ïðåä-
ñòàâëåíà êàê â ïðåôèêñíîé, òàê è â ïîñò-
ôèêñíîé çàïèñÿõ. Äåéñòâèå «îáðàáîòàòü
êîðåíü» ìîæåò ñîñòîÿòü, íàïðèìåð, â òîì,
÷òîáû çàïèñàòü èíôîðìàöèþ, ñîîòâåòñòâó-
þùóþ êîðíþ, â ñòðîêó ðåçóëüòàòà.

Àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ïðåôèêñíîé
çàïèñè (pref_form):

� Îáðàáîòàòü êîðåíü.
� Ïîñòðîèòü ïðåôèêñíóþ çàïèñü ôîðìó-
ëû, ñîîòâåòñòâóþùåé ëåâîìó ïîääåðå-
âó, òî åñòü ïðèìåíèòü àëãîðèòì
pref_form ê ëåâîìó ïîääåðåâó.
� Ïîñòðîèòü ïðåôèêñíóþ çàïèñü ôîðìó-
ëû, ñîîòâåòñòâóþùåé ïðàâîìó ïîääå-
ðåâó, òî åñòü ïðèìåíèòü àëãîðèòì
pref_form ê ïðàâîìó ïîääåðåâó.

Àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ïîñòôèêñíîé
çàïèñè (post_form):

� Ïîñòðîèòü ïîñòôèêñíóþ çàïèñü ôîð-
ìóëû, ñîîòâåòñòâóþùåé ëåâîìó ïîääå-
ðåâó, òî åñòü ïðèìåíèòü àëãîðèòì
post_form ê ëåâîìó ïîääåðåâó.
� Ïîñòðîèòü ïîñòôèêñíóþ çàïèñü ôîð-
ìóëû, ñîîòâåòñòâóþùåé ïðàâîìó ïîä-
äåðåâó, òî åñòü ïðèìåíèòü àëãîðèòì
post_form ê ïðàâîìó ïîääåðåâó.
� Îáðàáîòàòü êîðåíü.

Çàäà÷à 10.
Óðîâåíü 1. Â ïðèâåäåííûõ âûøå

ðåêóðñèâíûõ àëãîðèòìàõ îáõîäà äåðåâà
èñïîëüçóþòñÿ òðè îïåðàöèè:
1. Îáðàáîòàòü êîðåíü.
2. Îáðàáîòàòü ëåâîå ïîääåðåâî.
3. Îáðàáîòàòü ïðàâîå ïîääåðåâî.

Åñëè ýòè îïåðàöèè ñòîÿò â ïîðÿäêå
1, 2, 3, ïîëó÷àåòñÿ ïðåôèêñíàÿ çàïèñü, åñëè
â ïîðÿäêå 2, 3, 1, òî ïîëó÷àåòñÿ ïîñòôèê-
ñíàÿ çàïèñü.

Ðàññìîòðèòå îñòàëüíûå 4 âîçìîæíûõ
ïîðÿäêà âûïîëíåíèÿ ýòèõ îïåðàöèé è äàéòå

òðàêòîâêó âñåì ïîëó÷àþùèìñÿ ïðè ýòîì
ðåçóëüòàòàì ðàáîòû àëãîðèòìîâ.

Ïðîèëëþñòðèðóéòå àëãîðèòìû íà
ñëåäóþùåì ïðèìåðå: (A/(B*C+D�E)).

Óðîâåíü 2. Íàïèøèòå ïðîöåäóðó,
êîòîðàÿ ïî ôîðìóëå, ïðåäñòàâëåííîé äå-
ðåâîì îïåðàöèé, ñòðîèò ôîðìóëó â ïðå-
ôèêñíîé ôîðìå.

Ôîðìàò ââîäà:
Íîìåð Èíôîðìàö. Ññûëêà Ññûëêà
óçëà ïîëå íà ëåâîå íà ïðàâîå

ïîääåðåâî ïîääåðåâî
1 ÈÏ 1 Ë 1 Ï 1
2 ÈÏ 2 Ë 2 Ï 2
... ... ... ...
n ÈÏ n Ë n Ï n

Ôîðìàò âûâîäà:
Ïðåôèêñíàÿ çàïèñü ôîðìóëû.

Ïðèìåð.
Ââîä:

1 * 2 3
2 � 4 5
3 a � �
4 b � �
5 c � �

Âûâîä:
*a�bc

ÄÐÓÃÈÅ ÇÀÄÀ×È

8. ÌÅÒÎÄ ÈÑ×ÅÐÏÛÂÀÞÙÅÃÎ ÏÅÐÅÁÎÐÀ

Ðàññìîòðèì ôîðìóëó âèäà
a1⊕a2⊕. . .⊕an, â êîòîðîé ïåðåìåííûå
a1,a2,...,an ïðèíèìàþò öåëûå çíà÷åíèÿ, çíàê
⊕ � îáîçíà÷àåò îïåðàöèþ ïëþñ èëè ìè-
íóñ. Òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü íàáîð çíàêîâ
îïåðàöèé, ïðè êîòîðîì ôîðìóëà ïðèíè-
ìàåò çàäàííîå çíà÷åíèå b, òî åñòü âåðíî
a1⊕a2⊕...⊕an =b

Ýòó çàäà÷ó ìîæíî ðåøèòü ìåòîäîì
èñ÷åðïûâàþùåãî ïåðåáîðà. Ïðè ðåøåíèè
çàäà÷ ìåòîäîì èñ÷åðïûâàþùåãî ïåðåáî-
ðà ñëåäóåò îáðàòèòü âíèìàíèå íà äâà ìî-
ìåíòà:

1. Òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü ïîðÿäîê, â
êîòîðîì ñëåäóåò ðàññìàòðèâàòü âàðèàíòû.

2. Óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî âñå âàðèàí-
òû ðàññìîòðåíû.
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Åñëè ôîðìóëà ñîäåðæèò n çíà÷åíèé,
òî â êîíñòðóèðóåìîé ôîðìóëå äîëæíî áûòü
èñïîëüçîâàíî n�1 çíàêîâ îïåðàöèé. Òàê
êàê ïî óñëîâèþ çàäà÷è ðàçðåøåíî èñïîëü-
çîâàòü òîëüêî çíàêè ïëþñ èëè ìèíóñ, òî
âîçìîæíî 2n�1 ðàçëè÷íûõ êîìáèíàöèé çíà-
êîâ. Íàïðèìåð, åñëè èññëåäóåòñÿ ôîðìó-
ëà, ñîäåðæàùàÿ ÷åòûðå ïåðåìåííûõ âèäà
a1⊕a2⊕a3⊕a4, òî ñëåäóåò ðàññìîòðåòü è
âû÷èñëèòü âîñåìü ôîðìóë, âàðèàíòû ïðåä-
ñòàâëåíû â òàáëèöå.

¹ Ôîðìóëà Êîìáèíàöèÿ
âàðèàíòà çíàêîâ
1 a1�a2�a3�a4 � � �
2 a1�a2�a3+a4 � � +
3 a1�a2+a3�a4 � + �
4 a1�a2+a3+a4 � + +
5 a1+a2�a3�a4 + � �
6 a1+a2�a3+a4 + � +
7 a1+a2+a3�a4 + + �
8 a1+a2+a3+a4 + + +

Åñëè çíàêó ìèíóñ ñîïîñòàâèòü íîëü,
à çíàêó ïëþñ åäèíèöó, òî êîìáèíàöèþ çíà-
êîâ ìîæíî òðàêòîâàòü êàê äâîè÷íóþ çà-
ïèñü ÷èñëà α, ãäå 0≤α≤2n�1�1. Ðàçáîð âñåõ
âîçìîæíûõ êîìáèíàöèé çíàêîâ îçíà÷àåò
àíàëèç äâîè÷íûõ ïðåäñòàâëåíèé âñåõ ÷è-
ñåë α, ãäå 0≤α≤2n�1�1. Åñëè n ðàâíî 4, òî
âûïèñàííûå ðàíåå êîìáèíàöèè çíàêîâ ñî-
îòâåòñòâóþò äâîè÷íûì ïðåäñòàâëåíèÿì ÷è-
ñåë îò 0 äî 7, ïðåäñòàâëåííûì â òàáëèöå:

¹ ×èñëî Êîìáèíàöèÿ
âàðèàíòà â äâîè÷íîé çíàêîâ

ñèñòåìå
ñ÷èñëåíèÿ

1 000 � � �
2 001 � � +
3 010 � + �
4 011 � + +
5 100 + � �
6 101 + � +
7 110 + + �
8 111 + + +

Òåïåðü íàäî óòî÷íèòü ïîðÿäîê ðàñ-
ñìîòðåíèÿ âàðèàíòîâ. Ñàìûé ïðîñòîé ïîä-
õîä ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ïåðåõîä îò îä-
íîé êîìáèíàöèè ê äðóãîé îçíà÷àë ïåðå-
õîä îò äâîè÷íîé çàïèñè ÷èñëà α ê äâîè÷-
íîé çàïèñè ÷èñëà α+1, òî åñòü ïðèáàâëå-

íèå ê òåêóùåìó çíà÷åíèþ äâîè÷íîãî ÷èñ-
ëà åäèíèöû. Åñëè â êà÷åñòâå íà÷àëüíîé
êîìáèíàöèè çíàêîâ âçÿòü êîìáèíàöèþ èç
âñåõ ìèíóñîâ (êîìáèíàöèÿ ñîîòâåòñòâóåò
÷èñëó íîëü), òî ïîñëå âûïîëíåíèÿ  2n�1�1
÷èñëà ñëîæåíèé áóäåò ïîëó÷åíà êîìáèíà-
öèÿ çíàêîâ, ñîñòîÿùàÿ òîëüêî èç çíàêîâ
ïëþñ è ñîîòâåòñòâóþùàÿ äâîè÷íîé çàïè-
ñè ÷èñëà 2n�1�1. Âñå âîçìîæíûå êîìáèíà-
öèè çíàêîâ áóäóò èñ÷åðïàíû.

Çàäà÷à 11.
Óðîâåíü 1. Íà îäíîé èç îëèìïèàä ïî

ïðîãðàììèðîâàíèþ äëÿ øêîëüíèêîâ áûëà
ïðåäëîæåíà ñëåäóþùàÿ çàäà÷à. Â ôîðìó-
ëå ((((1?2)?3)?4)?5)?6 âìåñòî çíàêà ? ïî-
ñòàâüòå çíàêè àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé
(ïëþñ, ìèíóñ, óìíîæèòü, ðàçäåëèòü íàöåëî)
òàê, ÷òîáû ðåçóëüòàò âû÷èñëåíèé ðàâíÿëñÿ
35. Äîñòàòî÷íî íàéòè îäíî ðåøåíèå.

Óðîâåíü 2. Íàïèøèòå ïðîãðàììó, êî-
òîðàÿ äëÿ ôîðìóëû âèäà a1⊕a2⊕...⊕an îï-
ðåäåëÿåò êîìáèíàöèè çíàêîâ, ïðè êîòî-
ðûõ çíà÷åíèå ôîðìóëû ñîâïàäàåò ñ çàäàí-
íûì çíà÷åíèåì b. Ïåðåìåííûå ai ïðèíè-
ìàþò öåëûå çíà÷åíèÿ, çíàê ⊕ îáîçíà÷àåò
îïåðàöèþ ñëîæåíèÿ, âû÷èòàíèÿ, óìíîæå-
íèÿ èëè äåëåíèÿ íàöåëî.

Ôîðìàò ââîäà:
Ñíà÷àëà ââîäèòñÿ ÷èñëî ïåðåìåííûõ â
ôîðìóëå, çàòåì çíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ ÷å-
ðåç ïðîáåë, çàòåì çíà÷åíèå ôîðìóëû:
n
a1 a2 ... an

b
Ôîðìàò âûâîäà:

a1⊕a2⊕...⊕an=b

Ïðèìåð.
Ââîä:

2
3 5
15

Âûâîä:
3*5=15

Âû, íàâåðíîå, çíàåòå çàäà÷ó î êîëè-
÷åñòâå «ñ÷àñòëèâûõ» áèëåòîâ, òî åñòü øå-
ñòèçíà÷íûõ íàáîðîâ öèôð, ó êîòîðûõ ñóì-
ìà òðåõ ïåðâûõ öèôð ðàâíà ñóììå òðåõ
ïîñëåäíèõ.
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Âñòðå÷àþòñÿ è äðóãèå îïðåäåëåíèÿ
«ñ÷àñòëèâûõ» áèëåòîâ. Íàïðèìåð, ñóììà
÷åòíûõ öèôð ðàâíà ñóììå íå÷åòíûõ. Äàëü-
øå âñåõ èäåò ìàòåìàòèê À.Â. Ñòåïàíîâ.
Îí ñ÷èòàåò áèëåò ñ÷àñòëèâûì, åñëè ìåæäó
åãî öèôðàìè ìîæíî ðàññòàâèòü çíàêè
àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé òàêèì îáðàçîì,
÷òîáû â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èëñÿ íîëü. Ìîæ-
íî óâèäåòü, ÷òî áèëåòû, «ñ÷àñòëèâûå» ïî
ïåðâûì äâóì îïðåäåëåíèÿì, ÿâëÿþòñÿ ñ÷à-
ñòëèâûìè ïî Ñòåïàíîâó. Äëÿ øåñòèçíà÷-
íîãî íàáîðà öèôð: a a a a a a1 2 3 4 5 6

à1+à2+à3=à4+à5+à6 ⇒ à1+à2+à3�à4�à5�à6=0
à1+à3+à5=à2+à4+à6 ⇒ à1�à2+à3�à4+à5�à6=0

Íàéäèòå êîëè÷åñòâî áèëåòîâ, «ñ÷à-
ñòëèâûõ» â îáû÷íîì ñìûñëå è «ñ÷àñòëè-
âûõ» ïî Ñòåïàíîâó, è îïðåäåëèòå, âî
ñêîëüêî ðàç âûãäíåå ïðèäåðæèâàòüñÿ ìíå-
íèÿ ìàòåìàòèêîâ ïî ñðàâíåíèþ ñ áûòîâû-
ìè ïðåäñòàâëåíèÿìè.

Çàäà÷à 12.
Óðîâåíü 2. Íàïèøèòå ïðîãðàììó,

êîòîðàÿ óäàëÿåò èç ââåäåííîé ôîðìóëû âñå
ëèøíèå ñêîáêè.

Ôîðìàò ââîäà:
Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ëàòèíñêèõ áóêâ, îò-
êðûâàþùèõ è çàêðûâàþùèõ êðóãëûõ ñêî-

Ìåòîä èñ÷åðïûâàþùåãî ïåðåáîðà...

áîê, çíàêîâ àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé, ÿâ-
ëÿþùàÿñÿ ïðàâèëüíîé çàïèñüþ ôîðìóëû.

Ôîðìàò âûâîäà:
Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñ òåìè æå áóêâàìè è çíà-
êàìè îïåðàöèé, ñòîÿùèìè â òîì æå ïîðÿäêå,
íî ñ óäàëåííûìè ëèøíèìè ñêîáêàìè.

Ïðèìåð.
Ââîä:

((a*(b/c))�(d+m)
Âûâîä:

a*b/c�(d+m)

ÍÀØÈ   À Â ÒÎ ÐÛ

Äìèòðèåâà Ìàðèíà Âàëåðüåâíà,
äîöåíò êàôåäðû èíôîðìàòèêè
ÑÏáÃÓ.
Ïîçäíÿêîâ Ñåðãåé Íèêîëàåâè÷,
ïðîôåññîð êàôåäðû âûñøåé
ìàòåìàòèêè ÑÏáÃÝÒÓ.




